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预备知识



集合

l 集合有一些对象汇集而成。这些对象称为元素。

� ∈ �
� ∉ �

�, �, � ∈ �

l 集合由所包含的元素确定。称集合S与T相等，记作S=T，
当且仅当对于∀� ∈ �，有� ∈ �，且∀� ∈ �，有� ∈ �。
Ø {a} = {a, a},
Ø {a, b} = {b, a} = {a, b, b} = {a, b, b, a}
Ø {a, b, c} = {c, b, a} = {b, c, b, a}
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集合

l 集合所包含元素的全体，称为外延。集合的元素所共有的
性质，称为集合的内涵。

Ø 例如，非负偶数集的外延为{0,2,4, . . . }或{�|�为非负的偶数}，它的
内涵是“非负的偶数”。

l 对于∀� ∈ �，则� ∈ �，称S为T的子集，记作� ⊆ �。

l 称S为T的真子集，当且仅当� ⊆ �且� ≠ �。
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集合

l 空集是一个特殊的集合，它不包含任何元素，且是任何集
合的子集。

l 给定集合S和T，我们定义

� = {�|� ∉ �},
� ∪ � = {�|� ∈ �或� ∈ �},
� ∩ � = {�|� ∈ �且� ∈ �},
� − � = {�|� ∈ �且� ∉ �},

l 称�为S的补（集），� ∪ �为S和T的并（集），� ∩ �为S和
T的交（集），� − �为S和T的差（集）。
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有序偶

l 对象a和b的有序偶记作 �, � .
Ø  �, � = �, � ，当且仅当a=c且b=d
Ø  �, � 与{�, �}不同

l 有序n元组 �1, . . . , �� .
Ø  �1, . . . , �� = �1, . . . , �� ，当且仅当n=m且�� = ��。

l 例如，{ �, � |�, �是自然数并且� < �}是自然数的序偶的
集合，其中序偶的第一个数小于第二个数。
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笛卡尔积

l 集合�1, . . . , ��的笛卡尔积为：

�1 × . . . × �� = { �1, . . . , �� |�1 ∈ �1, . . . , �� ∈ ��}.

l 当�1 = . . . = �� = �时，�1 × . . . × �� = ��，称为S的n次笛
卡尔积。
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关系

l 当n=1时，S上的一元关系R是S中元素的一个性质：

� = {� ∈ �|�有�的性质}.

l 当� ≥ 2时，集合S上的n元关系R为：

� = { �1, . . . , �� |�1, . . . , �� ∈ �,且�1, . . . , ��之间有�关系}.
Ø 特别地，� ⊆ ��。
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关系

l 相等关系是任何集合S上的一个特殊二元关系

{ �, � |�, � ∈ �,且� = �},
{ �, � |� ∈ �}.

l 自然数集的一元关系“是偶数”，它的内涵是“被2整除”，它
的外延是{x|x是自然数，且被2整除}。
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关系

l 自然数集的二元关系“小于”，m<n的内涵是：

存在不等于0的自然数�，使得� + � = �。

“小于”的外延是

{ �, � |�, �是自然数,且� < �}.
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函数

l 函数（也称映射）�是有序偶构成的集合，使得如果
 �, � ∈ �，并且 �, � ∈ �，则y=z。

l 函数f的定义域为：

���(�) = {�|∃�, �. �. ,  �, � ∈ �}.

l 函数f的值域为：

���(�) = {�|∃�, �. �. ,  �, � ∈ �}.
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例，�(�) = � + 1，x取自然数，
则� = { 0,1 ,  1,2 ,  2,3 , . . . }。



函数

l 若f是函数，且� ∈ ���(�)，则使得 �, � ∈ �成立的唯一的
y记作�(x)，即y为�在x处的值。

l 若�是函数，且���(�) = �，���(�) ⊆ �，则称�为由S到T
中的函数（或映射），记作

�: � → �.

Ø 若���(�) = �，则称�映射S到T上，即满射。

Ø 若�(�) = �(�)，则� = �，称�是单射。

Ø 单射+满射=双射（一一映射）。
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函数

l 集合S上的n元函数�是��到S中的映射。

Ø 加法、乘法是自然数集上的二元函数

l 若�是n元函数，且 �1, . . . , �� ∈ ���(�)，则一般用
�(�1, . . . , ��)表示�( �1, . . . , �� )。
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关系与函数的限制

l 设R是S上的n元关系，�1 ⊆ �。R到�1上的限制为n元关系

�⋂�1
� = { �1, . . . , �� |�1, . . . , �� ∈ �1,且��之间有�关系}.

l 设�: � → �是函数，�1 ⊆ �。�到�1上的限制为：

�|�1: �1 → �，

即，对于∀� ∈ �1，(�|�1)(�) = �(�)。
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等价类

l 设�是二元关系，我们常用

���

表示 �, � ∈ �。

l �在�上是自反的，当且仅当对于∀� ∈ �，���。

l �在�上是对称的，当且仅当

对于∀�, � ∈ �，若���，则���。

l �在�上是传递的，当且仅当

对于∀�, �, � ∈ �，若���，且���，则���。
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等价类

l �是�上的二元关系，若R满足自反性、对称性、传递性，
则称�是�上的等价关系。

l 设�是�上的等价关系，对于∀� ∈ �，称集合

� = {� ∈ �|���}

为x的�等价类。
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等价类

l �等价类作出�的一个划分，即�等价类是�的子集，且�的
每个元素恰好属于一个�等价类。

Ø 对于∀�, � ∈ �，有� = �当前仅当���。

l 例如，自然数集合上的同余等价类

Ø x mod 3 = 0,1,2，(���即x mod 3 = y mod 3)
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集合的势

l 称两个集合�和�为等势的，记作�~�，当且仅当存在有�
到�的一一映射。

Ø 等势是等价关系，所以可以根据等势将集合分类。

l 集合�的基数（或势），记作|�|。
Ø 若|�| = |�|当前仅当�~�。
Ø |�| ≤ |�|表示存在从S到T中的一一函数。

2025-2-20 17



集合的势

l 对于有限集�，|�|是一个自然数�，则�表示�内元素数目。
显然，�与{1, . . . , �}是等势的。

l 称�为无限可数的，当且仅当|�| = |�|。

l 称�为可数的，当且仅当|�| ≤ |�|。
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集合的势

l 定理：

可数集的子集是可数的。

有限个可数集的并是可数的。

可数个可数集的并是可数的。

有限个可数集的笛卡尔积是可数的。

所有以可数集的元素为分量的有限序列构成的集合是可
数的。
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