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一阶逻辑的自然推理系统



G系统的公理和规则

定义4.1.  �, �, �, �为一阶逻辑公式的有穷集合。� ⊢ � 称为

矢列，� 为其前件，� 为其后件。G由如下公理和规则组成：

l 公理：�, �, � ⊢ �, �, �
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G系统的公理和规则

定义4.1.  �, �, �, �为一阶逻辑公式的有穷集合。� ⊢ � 称为

矢列，� 为其前件，� 为其后件。G由如下公理和规则组成：

l 公理：�, �, � ⊢ �, �, �

l 规则：

¬�:
�, � ⊢ �, �
�,¬�, � ⊢ �                ¬�:

�, � ⊢ �, �
� ⊢ �,¬�, �

∨ �:
�, �, � ⊢ �      �, �, � ⊢ �

�, � ∨ �, � ⊢ �           ∨ �:
� ⊢ �, �, �, �
� ⊢ �, � ∨ �, �        

          ∧ �:
�, �, �, � ⊢ �
�, � ∧ �, � ⊢ �                         ∧ �:

� ⊢ �, �, �      � ⊢ �, �, �
� ⊢ �, � ∧ �, �
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G系统的公理和规则

→ �:
�, � ⊢ �, �      �, �, � ⊢ �

�, � → �, � ⊢ �         → �:
�, � ⊢ �, �, �
� ⊢ �, � → �, �

∀�:
�, �[ �� ], ∀�. �(�), � ⊢ �
�, ∀�. �(�), � ⊢ �

         ∀�:
� ⊢ �, �[ �� ], �
� ⊢ �, ∀�. �(�), �

          ∃�:
�, �[ �� ], � ⊢ �
�, ∃�. �(�), � ⊢ �

                     ∃�:
� ⊢ �, �[ �� ], ∃�. �(�), �
� ⊢ �, ∃�. �(�), �

Cut:
� ⊢ �, �      �, � ⊢ �

�, � ⊢ �, �

注：t 为任意的项，y 是新变元。

定理4.2.  Cut规则可用其他规则导出。
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证明树

定义4.3.  设 � ⊢ � 为矢列，树 T 为 � ⊢ � 的证明树指

(1) 当 � ⊢ � 为 G 的公理，以 � ⊢ � 为节点的单点树 T 为其证明树。
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证明树

定义4.3.  设 � ⊢ � 为矢列，树 T 为 � ⊢ � 的证明树指

(1) 当 � ⊢ � 为 G 的公理，以 � ⊢ � 为节点的单点树 T 为其证明树。

(2) 当 �’⊢�’
�⊢�

 为 G 的规则时，若 T’ 为 � ⊢ � 的证明树，则树 T 如下为 � ⊢ � 

的证明树。
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证明树

定义4.3.  设 � ⊢ � 为矢列，树 T 为 � ⊢ � 的证明树指

(1) 当 � ⊢ � 为 G 的公理，以 � ⊢ � 为节点的单点树 T 为其证明树。

(2) 当 �’⊢�’
�⊢�

 为 G 的规则时，若 T’ 为 � ⊢ � 的证明树，则树 T 如下为 � ⊢ � 

的证明树。

(3) 当 �1⊢�1  �2⊢�2
�⊢�

 为 G 规则时，若树 �� 为 �� ⊢ �� 的证明树，则树 T 如下

为 � ⊢ � 的证明树。
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可证

定义4.4.  设 � ⊢ � 为矢列，� ⊢ � 可证指存在 � ⊢ � 的证明

树。
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可证

定义4.4.  设 � ⊢ � 为矢列，� ⊢ � 可证指存在 � ⊢ � 的证明

树。

例4.1.  证明下列矢列可证。

(1) ⊢ � → �

(2) ⊢ � ∨ ¬�

(3) ⊢ ¬(� ∧ ¬�)
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如何证明不可证？



例4.2.  证明下列矢列可证。

(1) ⊢ ∀�. �(�) → �(�)

(2) ⊢ �(�) → ∃�. �(�)

(3) ⊢ (∀�. (�(�) → �(�)) ∧ �(�)) → �(�)

这里 �(�) 为 �[ �
�
] 的简写，�(�)和�(�)同理。
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例4.2.  证明下列矢列可证。

(1) ⊢ ∀�. �(�) → �(�)
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例4.2.  证明下列矢列可证。

(1) ⊢ ∀�. �(�) → �(�)

证：
�(�), ∀�. �(�) ⊢ �(�)
∀�. �(�) ⊢ �(�) ∀�

⊢ ∀�. �(�) → �(�)
→ �


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例4.2.  证明下列矢列可证。

(2) ⊢ �(�) → ∃�. �(�)
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例4.2.  证明下列矢列可证。

(2) ⊢ �(�) → ∃�. �(�)

证：
�(�) ⊢ �(�), ∃�. �(�)
�(�) ⊢ ∃�. �(�) ∃�

⊢ �(�) → ∃�. �(�)
→ �


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例4.2.  证明下列矢列可证。

(3) ⊢ (∀�. (�(�) → �(�)) ∧ �(�)) → �(�)
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例4.2.  证明下列矢列可证。

(3) ⊢ (∀�. (�(�) → �(�)) ∧ �(�)) → �(�)

证：

∀�. (�(�) → �(�)), �(�) ⊢ �(�), �(�)   �(�), ∀�. (�(�) → �(�)), �(�) ⊢ �(�)
�(�) → �(�), ∀�. (�(�) → �(�)), �(�) ⊢ �(�)

∀�. (�(�) → �(�)), �(�) ⊢ �(�)
∀�. (�(�) → �(�)) ∧ �(�) ⊢ �(�)

⊢ (∀�. (�(�) → �(�)) ∧ �(�)) → �(�) → �
∧ �

∀�
→ �


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例4.3.  证明 ∀�. �(�) ∧ ∃�. �(�) ⊢ �(�(�)) ∧ ∃�. �(�) 可证。
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例4.3.  证明 ∀�. �(�) ∧ ∃�. �(�) ⊢ �(�(�)) ∧ ∃�. �(�) 可证。

证：引入新变元 �1。

�(�(�)), ∀�. �(�), ∃�. �(�) ⊢ �(�(�))
∀�. �(�), ∃�. �(�) ⊢ �(�(�)) ∀�   

∀�. �(�), �(�1) ⊢ �(�1), ∃�. �(�)
∀�. �(�), �(�1) ⊢ ∃�. �(�)

∃�
∀�. �(�), ∃�. �(�) ⊢ ∃�. �(�) ∃�

∀�. �(�), ∃�. �(�) ⊢ �(�(�)) ∧ ∃�. �(�)
∀�. �(�) ∧ ∃�. �(�) ⊢ �(�(�)) ∧ ∃�. �(�) ∧ �

∧ �


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例4.4.  证明若 �1 ⊢ � 和 � ⊢ �3 可证，则 �1 ⊢ �3 可证。
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例4.4.  证明若 �1 ⊢ � 和 � ⊢ �3 可证，则 �1 ⊢ �3 可证。

证：

�1 ⊢ �   � ⊢ �3
�1 ⊢ �3

Cut


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命题4.5.  �1, . . . , �� ⊢ �1, . . . , ��可证 ⇔  �=1
� �� ⊢  �=1

� �� 可证。

证：⇒

�1, . . . , �� ⊢ �1, . . . , ��
 �=1
� �� ⊢ �1, . . . , ��

∧ �

 �=1
� �� ⊢  �=1

� ��
∨ �
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⇐ 
�1, . . . , �� ⊢ �1, . . . , ��
�1, . . . , �� ⊢  �=1

� ��
∧ �

∴ �1, . . . , �� ⊢  �=1
� �� 可证。
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⇐ 
�1, . . . , �� ⊢ �1, . . . , ��
�1, . . . , �� ⊢  �=1

� ��
∧ �

∴ �1, . . . , �� ⊢  �=1
� �� 可证。

�1 ⊢ �1, . . . , ��  . . .  �� ⊢ �1, . . . , ��
 �=1
� �� ⊢ �1, . . . , ��

∨ �

∴  �=1
� �� ⊢ �1, . . . , �� 可证。

2025-5-22 23



⇐ 
�1, . . . , �� ⊢ �1, . . . , ��
�1, . . . , �� ⊢  �=1

� ��
∧ �

∴ �1, . . . , �� ⊢  �=1
� �� 可证。

�1 ⊢ �1, . . . , ��  . . .  �� ⊢ �1, . . . , ��
 �=1
� �� ⊢ �1, . . . , ��

∨ �

∴  �=1
� �� ⊢ �1, . . . , �� 可证。

�1, . . . , �� ⊢  �=1
� ��     �=1

� �� ⊢  �=1
� ��

�1, . . . , �� ⊢  �=1
� ��

Cut    �=1
� �� ⊢ �1, . . . , ��

�1, . . . , �� ⊢ �1, . . . , ��
Cut


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(1) 反证法规则：
¬�, � ⊢ �   ¬�, � ⊢ ¬�

� ⊢ �

一些导出规则
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(1) 反证法规则：
¬�, � ⊢ �   ¬�, � ⊢ ¬�

� ⊢ �
证：

¬�, � ⊢ �
¬�, � ⊢ ¬¬�¬�,¬�   

¬�, � ⊢ ¬�
¬�, �, ¬¬� ⊢¬�

¬�, � ⊢
Cut

一些导出规则
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(1) 反证法规则：
¬�, � ⊢ �   ¬�, � ⊢ ¬�

� ⊢ �
证：

¬�, � ⊢ �
¬�, � ⊢ ¬¬�¬�,¬�   

¬�, � ⊢ ¬�
¬�, �, ¬¬� ⊢¬�

¬�, � ⊢
Cut

¬�, � ⊢
� ⊢ ¬¬�¬�   

� ⊢ �
¬¬� ⊢ �¬�,¬�

� ⊢ �
Cut

一些导出规则
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(2) 分情况规则：
�, � ⊢ �   ¬�, � ⊢ �

� ⊢ �

一些导出规则
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(2) 分情况规则：
�, � ⊢ �   ¬�, � ⊢ �

� ⊢ �
证：

�, � ⊢ �
� ⊢ �,¬�¬�   ¬�, � ⊢ �

� ⊢ �
Cut



一些导出规则
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(3) 逆否推演：
� ⊢ � → �

� ⊢ ¬� → ¬�

一些导出规则
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(3) 逆否推演：
� ⊢ � → �

� ⊢ ¬� → ¬�
证：

� ⊢ � → �   

� ⊢ �, �   �, � ⊢ �
�, � → � ⊢ � → �
¬�, �, � → � ⊢ ¬�
¬�, � → � ⊢ ¬� ¬�
� → � ⊢ ¬� → ¬� → �
� ⊢ ¬� → ¬�

Cut


一些导出规则

2025-5-22 31



(4) 矛盾规则：
� ⊢ �   � ⊢ ¬�

� ⊢ �

一些导出规则
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(4) 矛盾规则：
� ⊢ �   � ⊢ ¬�

� ⊢ �
证：

� ⊢ �   � ⊢ �, �
� ⊢ �, � Cut
¬�, � ⊢ � ¬�   � ⊢ ¬�   ¬� ⊢ ¬�, �� ⊢ ¬�, � Cut

� ⊢ �
Cut



一些导出规则

2025-5-22 33



(5) MP：
� ⊢ �   � ⊢ � → �

� ⊢ �

一些导出规则
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(5) MP：
� ⊢ �   � ⊢ � → �

� ⊢ �
证：

� ⊢ �   � ⊢ �, �   �, � ⊢ ��, � → � ⊢ � → �
�, � → � ⊢ � Cut   � ⊢ � → �

� ⊢ �
Cut



一些导出规则
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(6) 三段论：
� ⊢ �(�)   � ⊢ ∀�. (�(�) → �(�))

� ⊢ �(�)

一些导出规则
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(6) 三段论：
� ⊢ �(�)   � ⊢ ∀�. (�(�) → �(�))

� ⊢ �(�)
证：

� ⊢ ∀�. (�(�) → �(�))   �(�) → �(�), ∀�. (�(�) → �(�)) ⊢ �(�) → �(�)
∀�. (�(�) → �(�)) ⊢ �(�) → �(�) ∀�

� ⊢ �(�) → �(�)
Cut

一些导出规则
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(6) 三段论：
� ⊢ �(�)   � ⊢ ∀�. (�(�) → �(�))

� ⊢ �(�)
证：

� ⊢ ∀�. (�(�) → �(�))   �(�) → �(�), ∀�. (�(�) → �(�)) ⊢ �(�) → �(�)
∀�. (�(�) → �(�)) ⊢ �(�) → �(�) ∀�

� ⊢ �(�) → �(�)
Cut

� ⊢ �(�) → �(�)   � ⊢ �(�)
� ⊢ �(�) MP



一些导出规则
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G的语义性质

定义4.6.  设 � ⊢ � 为矢列，� 为 {�1, . . . , ��}，� 为 

{�1, . . . , ��}，称 � ⊢ � 有效（记为 � ⊨ �）指 

⊨ ( �=1
� �� ) → ( �=1

� �� )。特别地，

(1) 当 � = 0,� ≠ 0 时，即 � 空时，⊨ � 指 ⊨  �=1
� ��；

(2) 当 � ≠ 0,� = 0 时，即 � 空时，� ⊨ 指 ⊨ ¬( �=1
� �� )；

(3) 当 � = 0,� = 0 时，即 �、� 皆为空时，约定 {} ⊨ {} 不

是有效的。

注：� ⊢ � 有反例指 � ⊢ � 非有效。
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G的语义性质

命题4.7.  

1) �1, . . . , �� ⊢ �1, . . . , ��有效 iff 对任何模型(�, �)，有

�⊨�¬��, ∃� ∈ {1, . . . , �} 或 �⊨���, ∃� ∈ {1, . . . , �}。
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⊨ ( �=1
� �� ) → ( �=1

� �� ) 



G的语义性质

命题4.7.  

1) �1, . . . , �� ⊢ �1, . . . , ��有效 iff 对任何模型(�, �)，有

�⊨�¬��, ∃� ∈ {1, . . . , �} 或 �⊨���, ∃� ∈ {1, . . . , �}。

2) �1, . . . , �� ⊢ �1, . . . , ��有反例 iff 存在模型(�, �)，使得 

�⊨���, ∀� ∈ {1, . . . , �} 且 �⊨�¬��, ∀� ∈ {1, . . . , �}。
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⊨ ( �=1
� �� ) → ( �=1

� �� ) 



G的语义性质

引理4.8.  G的公理有效。
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⊨ ( �=1
� �� ) → ( �=1

� �� ) 



G的语义性质

引理4.9.  对于除Cut外的G中的规则，所有前提有效 iff 结论

有效。

证：只需证对于规则，结论有反例 iff 至少一个前提有反例。
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G的语义性质

引理4.9.  对于除Cut外的G中的规则，所有前提有效 iff 结论

有效。

证：只需证对于规则，结论有反例 iff 至少一个前提有反例。

情况∀�：设 � ∪ � 为 {�1, . . . , ��}，� 为 {�1, . . . , ��}。

�, ∀�. �(�), � ⊢ � 有反例 

⇔ 存在模型(�, �)，使得�⊨���, ∀� ∈ {1, . . . , �} 且 

�⊨�¬��, ∀� ∈ {1, . . . , �} 且 �⊨�∀�. �(�)
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∀�:
�, �[ �� ], ∀�. �(�), � ⊢ �
�, ∀�. �(�), � ⊢ �



G的语义性质

由(�[ �
�
])�[�] = ��[�[�:=��[�]]]，

可知�⊨�∀�. �(�) ⇒ �⊨��[
�
�
]。

∴ �, ∀�. �(�), � ⊢ � 有反例

⇔ 存在模型(�, �)，使得�⊨���, ∀� ∈ {1, . . . , �} 且 

�⊨�¬��, ∀� ∈ {1, . . . , �} 且 �⊨�∀�. �(�)且�⊨��[
�
�
]

 ⇔ �, �[ �
�
], ∀�. �(�), � ⊢ � 有反例。

其他情况同理可证。
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∀�:
�, �[ �� ], ∀�. �(�), � ⊢ �
�, ∀�. �(�), � ⊢ �



G的语义性质

引理4.10.  对于Cut: �⊢�,�      �,�⊢�
�,�⊢�,�

，若 � ⊢ �, � 和 �, � ⊢ � 有

效，则 �, � ⊢ �, � 有效，反之不然。

证：�, � ⊢ �, �有反例

⇒ 存在模型(�, �)，使得�, �中的所有公式为真，而�, �

的所有公式为假

⇒ 当 �⊨�� 时，�, � ⊢ �有反例，当 �⊨�¬� 时，� ⊢

�, �有反例

⇒ 至少一个前提有反例
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G的语义性质

所以若两个前提都有效，则结论有效。

反之可举反例如下：

⊢ ¬�   ¬� ⊢ �
⊢ �

Cut

若⊢ �有效，则⊢ ¬�非有效。                                                      
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G的可靠性

定理4.11（Soundness）.  若 � ⊢ � 在G中可证，则 � ⊨ �。

证：对 � ⊢ � 的证明树的结构做归纳。
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G的可靠性

定理4.11（Soundness）.  若 � ⊢ � 在G中可证，则 � ⊨ �。

证：对 � ⊢ � 的证明树的结构做归纳。

归纳基础：当 � ⊢ � 为公理时，引理4.8已证。

归纳假设：� ⊢ � 的证明树中的前提都有效。

归纳步骤：情况1：

�1 ⊢ �1
� ⊢ �

 (�1)

由归纳假设知 �1 ⊢ �1有效，从而由引理4.9知� ⊢ �有效。
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引理4.8.  G的公理有效。

引理4.9.  对于除Cut外的G中的规则，所有前提有效 iff 结论有效。



G的可靠性

情况2：

�1 ⊢ �1   �2 ⊢ �2
� ⊢ �

 (�2)

由归纳假设知 �1 ⊢ �1和�2 ⊢ �2有效，从而由引理4.9和

4.10知� ⊢ �有效。


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引理4.9.  对于除Cut外的G中的规则，所有前提有效 iff 结论有效。

引理4.10.  对于Cut规则，若前提均有效，则结论有效，反之不然。



命题4.12.  若 � ⊢ � 可证，则 �, � ⊢ �, � 可证。
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命题4.12.  若 � ⊢ � 可证，则 �, � ⊢ �, � 可证。
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�(�), ∀�. �(�) ⊢ �(�)
∀�. �(�) ⊢ �(�) ∀�

⊢ ∀�. �(�) → �(�)
→ �

�, �(�), ∀�. �(�) ⊢ �(�), �
�, ∀�. �(�) ⊢ �(�), � ∀�

� ⊢ ∀�. �(�) → �(�), �
→ �



命题4.12.  若 � ⊢ � 可证，则 �, � ⊢ �, � 可证。

证：对 � ⊢ � 的证明树的结构做归纳。

归纳基础：当 � ⊢ � 为公理时，�, � ⊢ �, � 也是公理。

归纳假设：� ⊢ �证明树呈形
�1⊢�1
�⊢�

 (�1) 或
�1⊢�1   �2⊢�2

�⊢�
 (�2)且 

�1, � ⊢ �1, �和�2, � ⊢ �2, �可证。

归纳步骤：对情况
�1,�⊢�1,�
�,�⊢�,�

 (�1) 和情况
�1,�⊢�1,�   �2,�⊢�2,�

�,�⊢�,�

均可由归纳假设知 �, � ⊢ �, � 可证。       
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下列矢列是否可证？（P为一元谓词）

(1) ⊢ �(�)[ �
�
] → ∃�. �(�)

(2) ⊢ �(�)[ �
�
] → ∀�. �(�) 
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下列矢列是否可证？（P为一元谓词）

(1) ⊢ �(�)[ �
�
] → ∃�. �(�)

可证。

�(�)[ �� ] ⊢ �(�)[
�
� ], ∃�. �(�)

�(�)[ �� ] ⊢ ∃�. �(�)
∃�

⊢ �(�)[ �� ] → ∃�. �(�)
→ �
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下列矢列是否可证？（P为一元谓词）

(1) ⊢ �(�)[ �
�
] → ∃�. �(�)

可证。

�(�)[ �� ] ⊢ �(�)[
�
� ], ∃�. �(�)

�(�)[ �� ] ⊢ ∃�. �(�)
∃�

⊢ �(�)[ �� ] → ∃�. �(�)
→ �
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∃�:
� ⊢ �, �[ �� ], ∃�. �(�), �
� ⊢ �, ∃�. �(�), �



下列矢列是否可证？（P为一元谓词）

(1) ⊢ �(�)[ �
�
] → ∃�. �(�)

可证。

�(�)[ �� ] ⊢ �(�)[
�
� ], ∃�. �(�)

�(�)[ �� ] ⊢ ∃�. �(�)
∃�

⊢ �(�)[ �� ] → ∃�. �(�)
→ �
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∃�:
� ⊢ �, �[ �� ], ∃�. �(�), �
� ⊢ �, ∃�. �(�), �



下列矢列是否可证？（P为一元谓词）

(1) ⊢ �(�)[ �
�
] → ∃�. �(�)

(2) ⊢ �(�)[ �
�
] → ∀�. �(�) 

(2) 

�(�)[ �� ] ⊢ �(�)[
�
� ]

�(�)[ �� ] ⊢ ∀�. �(�)
∀�

⊢ �(�)[ �� ] → ∀�. �(�)
→ �
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下列矢列是否可证？（P为一元谓词）

(1) ⊢ �(�)[ �
�
] → ∃�. �(�)

(2) ⊢ �(�)[ �
�
] → ∀�. �(�) 

(2) 

�(�)[ �� ] ⊢ �(�)[
�
� ]

�(�)[ �� ] ⊢ ∀�. �(�)
∀�

⊢ �(�)[ �� ] → ∀�. �(�)
→ �
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✘

∀�:
� ⊢ �, �[ �� ], �
� ⊢ �, ∀�. �(�), �



下列矢列是否可证？（P为一元谓词）

(1) ⊢ �(�)[ �
�
] → ∃�. �(�)

(2) ⊢ �(�)[ �
�
] → ∀�. �(�) 

(2) 不可证。假设可证，则矢列有效，即�(�)[ �
�
] → ∀�. �(�)

为永真式。构造反例……
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本讲小结

l G系统的公理和规则

l 证明树与可证

l 一些导出规则

l G的语义性质（有效）

l G的可靠性
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