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一阶逻辑（三）



序列数

定义3.21.  设 ℕ 为自然数集，�0, . . . , �� ∈ ℕ。令

 ��, . . . , �� ≜  �=�
� ��

��，这里��为第i个素数。

  �0 = 2

  �1 = 3

  ……
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前168个素数



序列数

算数基本定理：给定∀� ∈ ℕ且� > 1，若�不为素数，则�可

以唯一分解成有限个素数的乘积，即� = �1
�1 × . . . × ��

��。

Ø 存在性：必可写成素数的乘积；

Ø 唯一性：反证法，假设� = �1
�1�2

�2 . . . ��
�� = �1

�1�2
�2 . . . ��

��。

     引理：若素数p|ab，则p|a或p|b（由裴蜀定理证明）。

     考虑 �1|�1
�1 × . . . × ��

��，由引理， �1|�1
�1或�1|�2

�2 …或 �1|��
��

     不妨设 �1|�1
�1，则�1 = �1。

     若�1 > �1，则�1
�1−�1�2

�2 . . . ��
�� = �1

�1�2
�2 . . . ��

��，……
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序列数

算数基本定理：给定∀� ∈ ℕ且� > 1，若�不为素数，则�可

以唯一分解成有限个素数的乘积，即� = �1
�1 × . . . × ��

��。

命题3.22.  设�0, . . . , ��, �0, . . . , �� ∈ ℕ。若 �0, . . . , �� =

 �0, . . . , �� ，则� = �且(∀� ≤ �)(�� = ��)。

证明：由算数基本定理即得。


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序列数的第i个元素

定义3.23.  函数 ��: ℕ2 → ℕ 如下：

  ��(�, �) ≜ �的素因子分解式中��的幂次。

例，设 � = 22 ⋅ 3 ⋅ 11，

  ��(�, 0) = 2，

  ��(�, 1) = 1，

  ��(�, 2) = 0，

  ��(�, 3) = 0，

  ��(�, 4) = 1。
2023-4-6 5

� = 22 ⋅ 31 ⋅ 50 ⋅ 70 ⋅ 111



序列数的第i个元素

定义3.23.  函数 ��: ℕ2 → ℕ 如下：

  ��(�, �) ≜ �的素因子分解式中��的幂次。

约定：��(�, �)简写为���(�)。

命题3.24.  ��� �0, . . . , �� = �� (� ≤ �)。

  ��� �0, . . . , �� = ���( �=0
� ��

�� )
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一阶语言的符号集

定义3.25.  设ℒ为一阶语言，由以下组成：

(1) 逻辑符集合：

      � ≜ {��|� ∈ ℕ}；

      � ≜ {¬, ∧ , ∨ , →}；

      � ≜ {∀, ∃}；

      � ≜ {≐}；

      � ≜ {(, ), . , , }。
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(2) 非逻辑符集合：

       ℒ� = {���|� ∈ ℕ且� ∈ ��}，

   这里�为���的元数，��呈形{0, . . , �}

或ℕ。当� = 0时，�0�为常元符。

       ℒ� = {���|� ∈ ℕ且� ∈ ��}，

   这里�为���的元数，��呈形{0, . . , �}

或ℕ。当� = 0时，�0�为命题符。



一阶语言的Gödel码

定义3.26（Gödel码）.  设�为ℒ的符号、项或公式，以下定

义�的Gödel码#�：

(1) 逻辑符：

      #(��) =  0, � ，

      #(¬) =  1,0 ，

      #(∧) =  1,1 ，

      #(∨) =  1,2 ，

      #(→) =  1,3 ，
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      #(∀) =  2,0 ，

      #(∃) =  2,1 ，

      #(≐) =  3,0 ，

      #(() =  4,0 ，

      #()) =  4,1 ，

      #(. ) =  4,2 ，

      #(, ) =  4,3 。

       



一阶语言的Gödel码

(2) 非逻辑符：

      #(���) =  5, �, � ，� ∈ ℕ且� ∈ ��；

      #(���) =  6, �, � ，� ∈ ℕ且� ∈ ��。

(3) 项（对项 � 的结构作归纳定义 #� 如下）

      (a) t为变元或常元时，#t已被定义；

      (b) 设t为���(�1, . . . , ��)，

#� =  #���, #�1, . . . , #�� ，

            特别地，#�0�已被定义。
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一阶语言的Gödel码

(4) 公式（对公式 � 的结构归纳定义 #� 如下）

      (a) #(� ≐ �) =  #(≐), #�, #� ；

      (b) #(���(�1, . . . , ��)) =  #(���), #�1, . . . , #�� ，

           特别地，#(�0�)已被定义；

      (c) #(¬�) =  #(¬), #� ，

           #(� ∗ �) =  #(∗), #�, #� ，这里∗∈ {∧ , ∨ , →}；

      (d) #(∀�. �) =  #(∀), #(�), #(. ), #� ，

           #(∃�. �) =  #(∃), #(�), #(. ), #� 。
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一个例子

2023-4-6 11



Gödel码一一对应于语法对象

定理3.27.  ℒ中的符号、项和公式对应唯一的一个自然数，即

它的Gödel码，且可以机械地从Gödel码找出原来的ℒ的语法

对象。
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存在一个算法


