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命题逻辑（二）



命题的语义

l 语法：符号表达式的形式结构

l 语义：符号和符号表达式的涵义（给符号以某种解释）
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命题的语义

l 什么是命题逻辑的语义？

l 对于任意的赋值 �: �� → {�, �}，定义一个解释

                                    �: ���� → {�, �}
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联结词定义的布尔函数

定义1.21.  令真值集� = {�, �}，

l 联结词 ¬ 被解释为一元函数 �¬: � → �；

l 联结词 * 被解释为二元函数 �∗: �2 → �，

     其中∗∈ {∧ , ∨ , →}；

l �¬, �∧, �∨, �→定义如下：

2025-3-6 4

p q �¬(�) �∧(�, �) �∨(�, �) �→(�, �)

T T F T T T
T F F F T F
F T T F T T
F F T F F T



命题的语义

定义1.22（命题的语义）.  

l � 为一个赋值指它是函数 �: �� → �，

     从而对任何命题符��，�(��)为T或F；
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命题的语义

定义1.22（命题的语义）.  

l � 为一个赋值指它是函数 �: �� → �，

     从而对任何命题符��，�(��)为T或F；

l 对于任何赋值 �，定义 �: ���� → � 如下：

      �(��) = �(��), � ∈ �；

      �(¬�) = �¬(�(�))；

      �(� ∗ �) = �∗(�(�), �(�))，其中∗∈ {∧ , ∨ , →}。

对于命题A，它在赋值�下的解释 �(�) 为T或F。
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命题的语义

例，� = (� ∧ �) → (¬� ∨ �)，设 � 是一个赋值，使得

�(�) = �(�) = �(�) = 1.
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命题的语义

例，� = (� ∧ �) → (¬� ∨ �)，设 � 是一个赋值，使得

�(�) = �(�) = �(�) = 1.

那么，我们有

�(� ∧ �) = �∧(�, �) = 1,
�(¬� ∨ �) = �∨(�¬(�), �) = 1,

�(�) = �→(�∧(�, �), �∨(�¬(�), �)) = 1.
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命题的语义

例，� = (� ∧ �) → (¬� ∨ �)，设 � 是一个赋值，使得

�(�) = �(�) = �(�) = 0.
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命题的语义

例，� = (� ∧ �) → (¬� ∨ �)，设 � 是一个赋值，使得

�(�) = �(�) = �(�) = 0.

我们有

�(� ∧ �) = �∧(�, �) = 0,
�(¬� ∨ �) = �∨(�¬(�), �) = 1,

�(�) = �→(�∧(�, �), �∨(�¬(�), �)) = 1.
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解释与赋值的关系

引理1.23.  设A为命题，令��(�) = {� ∈ ��|�出现在�中}，

设�1和�2为赋值。若�1|��(�) = �2|��(�)，则�1(�) =

�2(�)。

   �1: �� → �，

   �1|��(�): ��(�) → �，

   即，对于� ∈ ��(�)，则�1(�) = �2(�)。
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解释与赋值的关系

例，� = (� ∧ �) → (¬� ∨ �)，设 �1和 �2 是两个赋值，使得

�1(�) = �1(�) = �1(�) = �1(�) = 1,
�2(�) = �2(�) = �2(�) = 1, �2(�) = 0.
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解释与赋值的关系

例，� = (� ∧ �) → (¬� ∨ �)，设 �1和 �2 是两个赋值，使得

�1(�) = �1(�) = �1(�) = �1(�) = 1,
�2(�) = �2(�) = �2(�) = 1, �2(�) = 0.

令

��(�) = {�, �, �},
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解释与赋值的关系

例，� = (� ∧ �) → (¬� ∨ �)，设 �1和 �2 是两个赋值，使得

�1(�) = �1(�) = �1(�) = �1(�) = 1,
�2(�) = �2(�) = �2(�) = 1, �2(�) = 0.

令

��(�) = {�, �, �},

那么

�1|��(�) = �2|��(�),
�1(�) = �2(�).
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解释与赋值的关系

引理1.23.  设A为命题，令��(�) = {� ∈ ��|�出现在�中}，

设�1和�2为赋值。若�1|��(�) = �2|��(�)，则�1(�) =

�2(�)。

证明：对A的结构作归纳。

   A为五种形式之一：原子公式，¬�，� ∧ �，� ∨ �，� → �。

   归纳基础：当� ∈ ��时，显然有�1(�) = �2(�)。

   归纳假设：对于B和C，有 �1(�) = �2(�)和 �1(�) = �2(�)。
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   归纳步骤：

      情况¬：� = ¬�，

                        �1(�) = �1(¬�) = �¬(�1(�))

                                    = �¬(�2(�)) = �2(¬�) = �2(�)。
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   归纳步骤：

      情况¬：� = ¬�，

                        �1(�) = �1(¬�) = �¬(�1(�))

                                    = �¬(�2(�)) = �2(¬�) = �2(�)。

      情况*：� = (� ∗ �)，

                        �1(�) = �1(� ∗ �) = �∗(�1(�), �1(�))

                                    = �∗(�2(�), �2(�)) = �2(� ∗ �) = �2(�)。


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可满足性

定义1.24.  设� ∈ ����，�为赋值，� ⊆ ����。

  1. � 满足 �，记为 � ⊨ �，指 �(�) = �；

      � 是可满足的，指 ∃� 使得 � ⊨ �；

  2. � 满足 �，记为 � ⊨ �，指对于 ∀� ∈ �，� ⊨ �；

      � 是可满足的，指 ∃� 使得 � ⊨ �。

注：若� ⊭ �，则� ⊨ ¬�。

         �的可满足性蕴含�中所有公式的可满足性。

         但反之不一定成立。
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元语言

l 注意⊨不是命题语言中的符号，而是元语言（也称上层语
言）中的符号。

l 除此之外，在元语言中我们也需要使用一些联结词。

Ø 如，iff（当且仅当）、not（非）、 and（与）、or（或）、imply
（蕴含）等；

Ø � ⊨ ¬�         iff  not � ⊨ �；
Ø � ⊨ (� ∧ �)   iff  � ⊨ � and � ⊨ �；
Ø � ⊨ (� ∨ �)   iff  � ⊨ � or � ⊨ �；
Ø � ⊨ (� → �)  iff  � ⊨ � implies � ⊨ �。
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另一种等价的语义定义
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都满足

满足一个



永真式

定义1.25.  设�为命题，�为赋值。

  1. � 为永真式（也称重言式），记为 ⊨ �，

       指对于 ∀� 都有 �(�) = �；

  2. � 为矛盾式，指对于 ∀� 都有 �(�) = �；

  

例，� → �，

         ¬¬� → �，

         (� ∧ �) → (� ∧ �).
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永真式与矛盾式

l 一个公式是永真式或矛盾式或两者都不是。

l � 不是永真式当且仅当 ¬� 是可满足的。

l � 不是矛盾式当且仅当 � 是可满足的。
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真值表

例，(� ∨ �) → (¬� ∧ �)
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A B C (� ∨ �) ¬� (¬� ∧ �) (� ∨ �) → (¬� ∧ �)

1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 1 0 1



真值表

例，(� ∨ �) → (¬� ∧ �)
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A B C (A ∨ B) → (¬ B ∧ C)
1 1 1 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1 0
1 0 1 1 1 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0



真值表

例，(� ∨ �) → (¬� ∧ �)
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A B C (A ∨ B) → (¬ B ∧ C)
1 1 1 1 1 1 0 1 0 1
1 1 0 1 1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 1 0 1 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0



真值表

例，(� ∨ �) → (¬� ∧ �)
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A B C (A ∨ B) → (¬ B ∧ C)
1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1
1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0



真值表证明

证明 (� → �) → (¬� → ¬�) 为永真式。
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语义结论

定义1.26.  设� ∈ ����，�为赋值，� ⊆ ����。

  � 是 � 的语义结论（也称逻辑推论），记为 � ⊨ �，

  指对所有 �，若� ⊨ �，则 � ⊨ �。

注：此处 ⊨ 也是元语言中的符号，

         � ⊨ � 也可以读作“�逻辑地蕴含�”，

         � ⊨ � 不是形式语言中的公式，是元语言中的命题。
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语义结论

定义1.26.  设� ∈ ����，�为赋值，� ⊆ ����。

  � 是 � 的语义结论（也称逻辑推论），记为 � ⊨ �，

  指对所有 �，若� ⊨ �，则 � ⊨ �。

  � ⊭ � 表示 � ⊨ � 不成立，

  即存在赋值 �，使得 � ⊨ �，但 �(�) = �。
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语义结论

定义1.26.  设� ∈ ����，�为赋值，� ⊆ ����。

  � 是 � 的语义结论（也称逻辑推论），记为 � ⊨ �，

  指对所有 �，若� ⊨ �，则 � ⊨ �。

  当 � = ∅ 时，� ⊨ � 变成 ∅ ⊨ �。

  ∅ ⊨ � 是什么涵义？
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语义结论

定义1.26.  设� ∈ ����，�为赋值，� ⊆ ����。

  � 是 � 的语义结论（也称逻辑推论），记为 � ⊨ �，

  指对所有 �，若� ⊨ �，则 � ⊨ �。

  由定义知，∅ ⊨ � 是

  对于 ∀�，� ⊨ ∅ 蕴含 � ⊨ �。                                                   (1)

  � ⊨ ∅ 是

  对于 ∀�，� ∈ ∅ 蕴含 � ⊨ �。                                                  (2)
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语义结论

定义1.26.  设� ∈ ����，�为赋值，� ⊆ ����。

  � 是 � 的语义结论（也称逻辑推论），记为 � ⊨ �，

  指对所有 �，若� ⊨ �，则 � ⊨ �。

  由定义知，∅ ⊨ � 是

  对于 ∀�，� ⊨ ∅ 蕴含 � ⊨ �。                                                   (1)

  � ⊨ ∅ 是

  对于 ∀�，� ∈ ∅ 蕴含 � ⊨ �。                                                  (2)
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� ∈ ∅ 是假命题，(2)是真命题



语义结论

定义1.26.  设� ∈ ����，�为赋值，� ⊆ ����。

  � 是 � 的语义结论（也称逻辑推论），记为 � ⊨ �，

  指对所有 �，若� ⊨ �，则 � ⊨ �。

  由定义知，∅ ⊨ � 是

  对于 ∀�，� ⊨ ∅ 蕴含 � ⊨ �。                                                   (1)

  即，对于 ∀�，� ⊨ �。

  也即，�是永真式。
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语义结论

定义1.26.  设� ∈ ����，�为赋值，� ⊆ ����。

  � 是 � 的语义结论（也称逻辑推论），记为 � ⊨ �，

  指对所有 �，若� ⊨ �，则 � ⊨ �。

  直观上，� ⊨ � 表示 � 中的公式的真是 A 为真的充分条件。

  由于 ∅ 中没有公式，所以 ∅ ⊨ � 表示 A 是无条件为真。

  即，A是永真式。
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语义结论

定义1.26.  设� ∈ ����，�为赋值，� ⊆ ����。

  � 是 � 的语义结论（也称逻辑推论），记为 � ⊨ �，

  指对所有 �，若� ⊨ �，则 � ⊨ �。

注：若� = {�}，� ⊨ � 也可写成 � ⊨ �。
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例，� → �, � → � ⊨ � → �。

证明：真值表
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A B C � → � � → � � → �

1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0
0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1



例，� → �, � → � ⊨ � → �。

证明：反证法。

  假设 � → �, � → � ⊭ � → �，即存在赋值 � 使得

�(� → �) = 1, (1)

�(� → �) = 1, (2)

�(� → �) = 0. (3)
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例，� → �, � → � ⊨ � → �。

证明：反证法。

  假设 � → �, � → � ⊭ � → �，即存在赋值 � 使得

�(� → �) = 1, (1)

�(� → �) = 1, (2)

�(� → �) = 0. (3)

  由 (3) 可得

�(�) = 1, (4)

�(�) = 0. (5)

 由 (1)(4) 得 �(�) = 1，结合 (2) 得 �(�) = 1，与 (5) 矛盾。
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例，� ∨ �, � ∧ ¬� ⊭ ¬� ∧ (� → �).

证明：可以构造赋值 �，使得

�(�) = 0, �(�) = 1, �(�) = 0.

  那么

�(� ∨ �) = 1,
�(� ∧ ¬�) = 1,

�(¬� ∧ (� → �)) = 0.


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逻辑等价

定理1.27.  

（1）�1, . . . , �� ⊨ � 当且仅当 ∅ ⊨ �1 ∧ . . . ∧ �� → �；

（2）�1, . . . , �� ⊨ � 当且仅当 ∅ ⊨ �1 → (. . . (�� → �). . . )。

⇒：若�1, . . . , �� ⊨ �，则�1 → (. . . (�� → �). . . )是永真式

反证法。

  假设�1, . . . , �� ⊨ �时，∃� 使 �(�1 → (. . . (�� → �). . . )) = 0。

  蕴含式为假当且仅当前件为真后件为假，可得�(�1) = 1…
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逻辑等价

定理1.27.  

（1）�1, . . . , �� ⊨ � 当且仅当 ∅ ⊨ �1 ∧ . . . ∧ �� → �；

（2）�1, . . . , �� ⊨ � 当且仅当 ∅ ⊨ �1 → (. . . (�� → �). . . )。

⇐：若�1 → (. . . (�� → �). . . )是永真式，则�1, . . . , �� ⊨ �

反证法。
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逻辑等价

定义1.28.  设 �, � 为命题，� 与 � 逻辑等价（也称逻辑等

值），记为� ≃ �，指对于任意赋值 �，� ⊨ � 当且仅当 � ⊨

�。

注：有如下等价的定义：

         � ≃ �，当且仅当 � ⊨ � 且 � ⊨ �。

         任何赋值 �，�(�) = �(�)。
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逻辑等价

命题1.29.

  1. （自反性）� ≃ �；

  2. （对称性）若 � ≃ �，则 � ≃ �；

  3. （传递性）若 � ≃ � 且 � ≃ �，则 � ≃ �；

  4. 若 � ≃ �，则 ¬� ≃ ¬�；

  5. 若 �1 ≃ �1 且 �2 ≃ �2，则 (�1 ∗ �2) ≃ (�1 ∗ �2)。
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逻辑等价

交换律与结合律

l � ∧ � ≃ � ∧ �

l (� ∧ �) ∧ � ≃ � ∧ (� ∧ �)

l � ∨ � ≃ � ∨ �

l (� ∨ �) ∨ � ≃ � ∨ (� ∨ �)
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等值替换

定理1.30（等值替换）.  若 � ≃ � 且在 � 中把 � 的某些出现

替换为 � 而得到 �’，则 � ≃ �’。

例，� = ¬� ∧ (� → �)，

         �’ = ¬� ∧ (� → �)。

2025-3-6 45



证明：对 � 的结构做归纳。

  若 � = �，则 � = �’。

  � 为以下形式之一（定理1.16）：

原子公式，¬�1，�1 ∧ �2，�1 ∨ �2，�1 → �2。

  归纳基础：� ∈ ��，这时 � = �，故成立。

  归纳假设：令�1’和�2’分别为�1和�2经过替换后的公式，

      那么，�1 ≃ �1’且�2 ≃ �2’。

  归纳步骤：

    设 � = ¬�1。

      若 � = �，则如上述可知成立。
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      若 � ≠ �，即B是A的真段，则B是�1的段（定理1.20）。

      此时 �’ = ¬�1’。

      由归纳假设可知 �1 ≃ �1’，

      根据命题1.29 (4)，得¬�1 ≃ ¬�1’。

    设 � = �1 ∗ �2。

      若 � = �，则如上述可知成立。

      若 � ≠ �，则 � 是 �1的段或是 �2 的段（定理1.20）。

      此时 �’ = �1’ ∗ �2’。

      由归纳假设可知 �1 ≃ �1’，�2 ≃ �2’，

      根据命题1.29 (5)，得(�1 ∗ �2) ≃ (�1’ ∗ �2’)。                
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决策树

例，(� ∨ �) → (¬� ∧ �)
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(� ∨ �) → (¬� ∧ �)

(1 ∨ �) → (¬� ∧ �) (0 ∨ �) → (¬� ∧ �)

A≃1                             A≃0

(¬� ∧ �) � → (¬� ∧ �)



决策树

l ¬1 ≃ 0

    ¬0 ≃ 1

l � ∧ 1 ≃ �

    1 ∧ � ≃ �

    � ∧ 0 ≃ 0

    0 ∧ � ≃ 0
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l � ∨ 1 ≃ 1 

    1 ∨ � ≃ 1

    � ∨ 0 ≃ �

    0 ∨ � ≃ �

l � → 1 ≃ 1

    1 → � ≃ �

    � → 0 ≃ ¬�

    0 → � ≃ 1



决策树

例，(� ∨ �) → (¬� ∧ �)
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(� ∨ �) → (¬� ∧ �)

(¬� ∧ �) � → (¬� ∧ �)

0                            � 0                    1

1                    0

A≃1                             A≃0

B≃1                B≃0 B≃1                B≃0

C≃1              C≃0



决策树

例，n取何值，公式

(. . . ((� → �) → �). . . ) → �
�个�

  是永真式？

  � → � 
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决策树

例，n取何值，公式

(. . . ((� → �) → �). . . ) → �
�个�

  是永真式？

  � → � ≃ 1

  (� → �) → �
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决策树

例，n取何值，公式

(. . . ((� → �) → �). . . ) → �
�个�

  是永真式？

  � → � = 1

  (� → �) → � ≃ 1 → � ≃ �

  ((� → �) → �) → �

≃ � → � ≃ 1 
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命题与真值函数

定义1.31.  设 � 为命题，��(�) = {�1, . . . , ��}。

  n元函数��: �� → �定义如下：

      对于 ∀(�1, . . . , ��) ∈ ��，��(�1, . . . , ��) = �(�)，

      这里赋值 � 满足 �(��) = �� (1 ≤ � ≤ �)。

  称 � 为n元真值函数，称��为由A定义的真值函数。
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命题与真值函数

例，设 � 为(� ∧ ¬�) ∨ (¬� ∧ �)，那么 ��: �� → �为不可兼

或运算（也称异或）。

�⨁� ≃ (� ∧ ¬�) ∨ (¬� ∧ �)
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P Q A ��(�, �)

1 1 0 0
1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 0 0



命题与真值函数

命题1.32.  设��(� ∧ �) = {�1, . . . , ��}，且��: �� → �，

��: �� → �。我们有 � ≃ � 当且仅当 �� = ��。

  任意两个具有相同命题符集的命题，它们逻辑等价 当且仅

当 它们定义的真值函数相等。
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析取范式-合取范式

定义1.33（文字，子句）.

（1）命题符和命题符的否定式称为文字（Literal）；

（2）以文字为析（合）取项的析（合）取式称为析（合）

取子式，简称子式，也称子句（Clause）。
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析取范式-合取范式

定义1.34（范式 Normal Form）.  

（1）命题A为析取范式（∨∧-nf，DNF），指A为 � 个合取

子式的析取式，呈形 �=1
� (  �=1

�� ��,� )。

（2）命题A为合取范式（∧∨-nf，CNF），指A为 � 个析取子

式的合取式，呈形 �=1
� (  �=1

�� ��,� )。

以上

l  �=1
� �� 为 (. . . (((�1 ∧ �2) ∧ �3). . . ∧ ��). . . ) 的简写；

l  �=1
� �� 为 (. . . (((�1 ∨ �2) ∨ �3). . . ∨ ��). . . ) 的简写。
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析取范式-合取范式

析取范式 �=1
� (  �=1

� ��,� )为如下形式：

(�11 ∧ . . . ∧ �1�1) ∨ . . . ∨ (��1 ∧ . . . ∧ ����),
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文字



析取范式-合取范式

析取范式 �=1
� (  �=1

� ��,� )为如下形式：

(�11 ∧ . . . ∧ �1�1) ∨ . . . ∨ (��1 ∧ . . . ∧ ����),
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子句



析取范式-合取范式

析取范式 �=1
� (  �=1

� ��,� )为如下形式：

(�11 ∧ . . . ∧ �1�1) ∨ . . . ∨ (��1 ∧ . . . ∧ ����),

合取范式 �=1
� (  �=1

� ��,� )为如下形式：

(�11 ∧ . . . ∧ �1�1) ∨ . . . ∨ (��1 ∧ . . . ∧ ����).
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析取范式-合取范式

析取范式 �=1
� (  �=1

� ��,� )为如下形式：

(�11 ∧ . . . ∧ �1�1) ∨ . . . ∨ (��1 ∧ . . . ∧ ����),

合取范式 �=1
� (  �=1

� ��,� )为如下形式：

(�11 ∧ . . . ∧ �1�1) ∨ . . . ∨ (��1 ∧ . . . ∧ ����).

一个析（合）取范式的每个子句都包含这个公式的所有原子
公式，且每个子句都不相同，称为完全析（合）取范式。
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析取范式-合取范式

例，

（1）�

（2）¬� ∨ �

（3）¬� ∧ � ∧ ¬�

（4）¬� ∨ (� ∧ ¬�)

（5）¬� ∧ (� ∨ ¬�) ∧ (¬� ∨ �)
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析取范式-合取范式

∨∧-nf：� =  �=1
� (  �=1

�� ��,� )

  令� = |��(�)|，也可写成

 �=1
� (  �=1

� ��,� ) 
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任意真值函数均可表示为范式

定理1.35.  设�: �� → �，

（1）存在命题A，其为 ∨∧-nf 使 � = ��；

（2）存在命题A’，其为 ∧∨-nf 使 � = ��’。
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证明：

  设�: �� → �，�1, . . . , ��为n个命题符。令

l �� = {(�1, . . . , ��) ∈ ��|�(�1, . . . , ��) = �}，

l �� = {(�1, . . . , ��) ∈ ��|�(�1, . . . , ��) = �}。

  由于��和��是有穷集合，可设

l �� = {(��1, . . . , ���) ∈ ��|1 ≤ � ≤ �}，

l �� = {(��1, . . . , ���) ∈ ��|1 ≤ � ≤ �}，

  其中�+ � = 2�。
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  令

��,�
∗ =  ��,     若��� = �,

¬��,  若��� = �.

� =  �=1
�   �=1

� ��,�
∗  .
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  令

��,�
∗ =  ��,     若��� = �,

¬��,  若��� = �.

� =  �=1
�   �=1

� ��,�
∗  .

  又令

��,�
∗ =  

¬��,  若��� = �,
��,    若��� = �.

�’ =  �=1
�   �=1

� ��,�
∗  .

  显然��(�) = {�1, . . . , ��}。
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  下证�� = �，

  只需证：令�(��) = ��，有�(�1, . . . , ��) = �(�) = ��。

  只需证：�(�) = � iff (�1, . . . , ��) ∈ ��，

  即，� ⊨ � iff (�1, . . . , ��) ∈ ��。

                 � ⊨ � iff � ⊨  �=1
�   �=1

� ��,�
∗   

                           iff ∃� ≤ � 使 � ⊨  �=1
� ��,�

∗

                           iff ∃� ≤ � 使 ∀� ≤ � 有 � ⊨ ��,�
∗

                           iff ∃� ≤ � 使 ∀� ≤ � 有 �(��,�
∗ ) = �
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定义1.31



                 � ⊨ � iff � ⊨  �=1
�   �=1

� ��,�
∗   

                           iff ∃� ≤ � 使 ∀� ≤ � 有 �(��,�
∗ ) = �

                           iff ∃� ≤ � 使 ∀� ≤ � 有 �(��) = ���

                           iff ∃� ≤ � 使 ∀� ≤ � 有 �� = ���

                           iff ∃� ≤ � 使 (�1, . . . , ��)=(��1, . . . , ���)

                           iff (�1, . . . , ��) ∈ ��

  所以 �� = �，同理可证 ��’ = �。                                             
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��,�
∗ =  ��,     若��� = �,

¬��,  若��� = �.



任意命题均有逻辑等价的范式

命题1.36.  若 � 为命题，则存在合取范式 � 和析取范式 �’ 

使� ≃ � 且 � ≃ �’，也称 � 和 �’ 分别为 � 的合取范式和析

取范式。

  由命题1.32和定理1.35（任意真值函数均可表示为范式）可

证。
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命题1.32.  设��(� ∧ �) = {�1, . . . , ��}，且��: �� → �，
��: �� → �。我们有 � ≃ � 当且仅当 �� = ��。



例，求((� ∧ �) → �) ∧ �的析取范式和合取范式。
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例，求((� ∧ �) → �) ∧ �的析取范式和合取范式。

解：不妨设�, �, � ∈ ��.

       真值表如下，
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P Q R ((� ∧ �) → �) ∧ � ∨∧-nf ∧∨-nf
1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0



例，求((� ∧ �) → �) ∧ �的析取范式和合取范式。

解：不妨设�, �, � ∈ ��.

       真值表如下，
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P Q R ((� ∧ �) → �) ∧ � ∨∧-nf ∧∨-nf
1 1 1 1 � ∧ � ∧ �

1 1 0 0
1 0 1 1 � ∧ ¬� ∧ �

1 0 0 1 � ∧ � ∧ ¬�

0 1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

��,�
∗ =  ��,     若��� = �,

¬��,  若��� = �.
(�1, . . . , ��) ∈ ��



例，求((� ∧ �) → �) ∧ �的析取范式和合取范式。

解：不妨设�, �, � ∈ ��.

       真值表如下，
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P Q R ((� ∧ �) → �) ∧ � ∨∧-nf ∧∨-nf
1 1 1 1 � ∧ � ∧ �

1 1 0 0 ¬� ∨ ¬� ∨ �

1 0 1 1 � ∧ ¬� ∧ �

1 0 0 1 � ∧ � ∧ ¬�

0 1 1 0 � ∨ ¬� ∨ ¬�

0 1 0 0 � ∨ ¬� ∨ �

0 0 1 0 � ∨ � ∨ ¬�

0 0 0 0 � ∨ � ∨ �

��,�
∗ =  

¬��,  若��� = �,
��,    若��� = �.

(�1, . . . , ��) ∈ ��



       它的析取范式：

(� ∧ � ∧ �) ∨ (� ∧ ¬� ∧ �) ∨ (� ∧ � ∧ ¬�),

       它的合取范式：

(¬� ∨ ¬� ∨ �) ∧ (� ∨ ¬� ∨ ¬�) ∧ (� ∨ ¬� ∨ �)
∧ (� ∨ � ∨ ¬�) ∧ (� ∨ � ∨ �).


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析取范式-合取范式

∨∧-nf：� =  �=1
� �� =  �=1

� (  �=1
� ��,� ) 

l 给定一个赋值�，若存在�，使得� ⊨ ��，则� ⊨ �。

l 判断A的可满足性？

l 对于任意公式 F，找到析取范式的公式 H，使得 F 可满足

当且仅当 H 可满足，这一过程不易于求解公式的可满足性

问题。
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析取范式-合取范式

∧∨-nf：� =  �=1
� �� =  �=1

� (  �=1
� ��,� ) 

l 给定一个赋值�，若� ⊨ �，则 � 同时满足所有子句��。

l 对于任意公式 F，存在多项式时间的算法找到合取范式的

公式 H，使得 F 可满足当且仅当 H 可满足。
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析取范式-合取范式

设�为命题，¬�为�的补式，�和¬�为互补公式。

定理1.37.  

（1）一个析取范式是矛盾式，当且仅当它的每个（合取）

子式是矛盾式，即每个子式含互补的文字。

（2）一个合取范式是永真式，当且仅当它的每个（析取）

子式是永真式，即每个子式含互补的文字。
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析取范式-合取范式

推论1.38.  

（1）一个公式是矛盾式，当且仅当它的析取范式的每个

（合取）子式含互补的文字。

（2）一个公式是永真式，当且仅当它的合取范式的每个

（析取）子式含互补的文字。
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等值替换

（1）� → � ≃ ¬� ∨ �；

（2）� ↔ � ≃ (¬� ∨ �) ∧ (� ∨ ¬�)；

（3）� ↔ � ≃ (� ∧ �) ∨ (¬� ∧ ¬�)；

（4）�⨁� ≃ (� ∧ ¬�) ∨ (¬� ∧ �) ≃ ¬(� ↔ �)；

  可以使用等值替换（定理1.30），

  在原公式中把(1)~(4)左边的公式替换成右边。
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(1)~(4)：消去→，↔，⨁



等值替换

（1）� → � ≃ ¬� ∨ �；

（2）� ↔ � ≃ (¬� ∨ �) ∧ (� ∨ ¬�)；

（3）� ↔ � ≃ (� ∧ �) ∨ (¬� ∧ ¬�)；

（4）�⨁� ≃ (� ∧ ¬�) ∨ (¬� ∧ �) ≃ ¬(� ↔ �)；

（5）¬¬� ≃ �；

（6）¬(�1 ∧ . . . ∧ ��) ≃ ¬�1 ∨ . . . ∨ ¬��；

（7）¬(�1 ∨ . . . ∨ ��) ≃ ¬�1 ∧ . . . ∧ ¬��；
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(1)~(4)：消去→，↔，⨁

(5)~(7)：消去¬的辖域中
的¬，∧，∨



等值替换

（1）� → � ≃ ¬� ∨ �；

（2）� ↔ � ≃ (¬� ∨ �) ∧ (� ∨ ¬�)；

（3）� ↔ � ≃ (� ∧ �) ∨ (¬� ∧ ¬�)；

（4）�⨁� ≃ (� ∧ ¬�) ∨ (¬� ∧ �) ≃ ¬(� ↔ �)；

（5）¬¬� ≃ �；

（6）¬(�1 ∧ . . . ∧ ��) ≃ ¬�1 ∨ . . . ∨ ¬��；

（7）¬(�1 ∨ . . . ∨ ��) ≃ ¬�1 ∧ . . . ∧ ¬��；

（8）� ∧ (�1 ∨ . . . ∨ ��) ≃ (� ∧ �1) ∨ . . . ∨ (� ∧ ��)；

（9）� ∨ (�1 ∧ . . . ∧ ��) ≃ (� ∨ �1) ∧ . . . ∧ (� ∨ ��).2025-3-6 83

(1)~(4)：消去→，↔，⨁

(8)：消去∧的辖域中的∨
(9)：消去∨的辖域中的∧

(5)~(7)：消去¬的辖域中
的¬，∧，∨



例，求¬((� ∧ �) → �)的析取范式与合取范式。

解：¬((� ∧ �) → �)

    ≃ ¬(¬(� ∧ �) ∨ �)

    ≃ ¬¬(� ∧ �) ∧ ¬�

    ≃ � ∧ � ∧ ¬�. 
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等值替换

（10）� ∨ � ≃ �

（11）� ∧ � ≃ �

（12）� ∨ (� ∧ �) ≃ �

（13）� ∧ (� ∨ �) ≃ �

（14）� ∨ (� ∧ ¬� ∧ �) ≃ �

（15）� ∧ (� ∨ ¬� ∨ �) ≃ �
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(10)(11)：重复项

(12)(13)：一个子句的所有文
字出现在另一个子句中

(14)(15)：删去含互补文字的子句



联结词的完全组

（1）� → � ≃ ¬� ∨ �；

（2）� ↔ � ≃ (¬� ∨ �) ∧ (� ∨ ¬�)；

（3）� ↔ � ≃ (� ∧ �) ∨ (¬� ∧ ¬�)；

（4）�⨁� ≃ (� ∧ ¬�) ∨ (¬� ∧ �) ≃ ¬(� ↔ �)。

可以说，→ , ↔ ,⨁可以由¬, ∧ , ∨定义。
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联结词的完全组

一元联结词（4种）
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A ��(�) ��(�) ��(�) ��(�)

1 1 1 0 0
0 1 0 1 0

�3为¬



联结词的完全组

二元联结词（16种）
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A B ��(�, �) �� �� �� �� �� �� ��

1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 1 1 1 0 0 1

A B �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 1 0

�2为 ∨，�4为 → ，�12为 ∧。



联结词的完全组

n元联结词（22�种）。

“如果…那么…否则”是一个三元联结词。

一个命题公式A，它的真值函数��是一个n元真值函数，对

应一个n元联结词。
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联结词的完全组

称联结词的集合是完备的，当且仅当任意n元的联结词都能
由集合中的联结词定义。

由定理1.35可知，对于任何n元真值函数�，存在命题A，其

中仅使用联结词¬, ∧ , ∨使� = ��。因此有如下定理：

定理1.39.  {¬, ∧ , ∨}是联结词的完全组。
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联结词的完全组

又由于

l � ∧ � ≃ ¬(¬� ∨ ¬�)

l � ∨ � ≃ ¬(¬� ∧ ¬�)

故，有如下结论：

推论1.40.  {¬, ∧}，{¬, ∨}，{¬, →}是联结词的完全组。

l 联结符号�5与�15也构成联结词的完全组。 
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小结

l 命题逻辑的语义

Ø 赋值、解释、可满足、永真、语义结论、逻辑等价

l 证明方法

Ø 真值表、决策树、等值替换

l 析取范式与合取范式

l 联结词的完全组
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� ≃ � 语义层面相等

� = � 表达式层面相等


